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Résumé

Les récents progrès en déduction automatisée ont permis l’extension des
techniques de déduction au premier ordre à la logique d’ordre supérieur
(HOL). L’objectif principal de ma thèse est de rendre ces avancées dispo-
nibles pour la méthode B, augmentant ainsi de manière significative le degré
d’automatisation des preuves.

1 Introduction

La méthode B [2] est une méthode formelle pour le développement logiciel fon-
dée sur un langage ensembliste expressif dans lequel on décrit des machines abs-
traites [1] et sur la notion de raffinement et la génération d’obligations de preuve.
L’outil Atelier B [10] intègre cette méthode pour générer du code vérifié par raffine-
ments successifs. Les propriétés à vérifier sont exprimées sous forme d’invariants
et de propriétés de sûreté, prouvées par des solveurs automatiques. Toutefois, cer-
taines obligations de preuve nécessitent une intervention humaine. Actuellement,
les obligations de preuve générées sont traduites en logique du premier ordre (FOL)
multi-sortes (many-sorted first-order logic) pour être prouvées par des solveurs in-
ternes – comme le Predicate Prover d’Atelier B [14] – ou externes comme des
solveurs SMT [12].

Les récentes avancées en raisonnement automatisé ont permis d’étendre ces
solveurs à la logique d’ordre supérieur [6,19], ouvrant la voie à une automatisation
plus large. Concrètement, la logique d’ordre supérieur permet un encodage plus
direct des obligations de preuve de B qui utilise la théorie des ensembles. Ma re-
cherche de thèse est motivée par l’idée que l’utilisation de cet encodage permettrait
une meilleure automatisation des preuves.

https://www.atelierb.eu/en/atelier-b-tools/atelier-b-4-7/


2 Encodage des obligations de preuve de B

2.1 Le traducteur ppTrans

En B, tout est représenté par des ensembles, y compris les fonctions, qui sont
des relations binaires fonctionnelles (i.e. injectives sur la deuxième composante).
Ces ensembles sont spécifiés au travers de prédicats d’appartenance non interprétés
décrivant les relations entre les éléments atomiques (par exemple, les entiers) et les
ensembles. L’encodage actuel des obligations de preuve générées par Atelier B est
basé sur une réduction au premier ordre. Le traducteur, appelé ppTrans, fournit un
système de réécriture basé sur environ 70 règles. On donne ci-dessous en guise
d’exemple deux règles, en notant ↪→ la réécriture en expressions de logique du
premier ordre :

s ∈ P(t) ↪→ ∀X.X ∈ s→ X ∈ t (PowD)

f ∈ s→| t ↪→ f ∈ s↔ t ∧ is_func(f) (pfunI)

où P(t) est l’ensemble des parties de t, is_func est un prédicat qui évalue si une
relation binaire est fonctionnelle, s →| t est l’espace des fonctions partielles de s
dans t et s↔ t est l’espace des relations binaires entre s et t.

La traduction des modèles B est exprimée dans un sous-ensemble du langage
mathématique de B et dont le seul symbole de théorie des ensembles est le symbole
non interprété ∈ qui dénote l’appartenance. Ce traducteur effectue les transforma-
tions suivantes :

décomposition des relations (binaires). Considérons par exemple la formule ψ dé-

finie par ψ := (a = b)∧(a ∈ S) bien typée dans Γ := {a : S, b : S, S : P(Z×Z)}.
On réécrit ψ comme suit :

ψ ↪→ ∀x0x1x2x3.(a = x0 7→ x1 ∧ b = x2 7→ x3) →
(x0 7→ x1 = x2 7→ x3) ∧ (x0 7→ x1 ∈ S)

où 7→ est le symbole maplet de B qui dénote les paires.

purification. Cette étape sépare les termes de différentes catégories syntaxiques

(arithmétique, théorie des ensembles, etc.). Par exemple, la formule ψ := a 7→
(1 7→ 2) ∈ S est réécrite en x0 = 1 ∧ x1 = 2 ∧ a 7→ (x0 7→ x1) ∈ S où x0 et x1
sont des variables fraiches. Si ψ apparait dans la portée d’un quantificateur Q, les
variables x0 et x1 seraient également quantifiées par Q dans la nouvelle formule.

simplification des expressions booléennes. Par exemple :

(ψ ∧ ⊤) ∨ (⊤ → φ) ∨ (⊥ ∧⊤) ↪→ ψ ∨ φ

Cette approche comporte quelques inconvénients. La réécriture fournie par le
traducteur ppTrans fait exploser la taille des formules, en ajoutant de nouvelles



variables auxiliaires quantifiées. De plus, il est nécessaire en pratique d’introduire
un prédicat d’appartenance par type, ce qui alourdit notamment la traduction au
niveau des équations fonctionnelles, au sens où y = f(x) est traduit en x 7→ y ∈κ

f où ∈κ est un prédicat d’appartenance spécifique au type de la fonction f . Enfin, la
quantification est possible uniquement sur des variables (par exemple, les entiers).

Jusqu’à présent, une approche par prédicats caractéristiques avait été écartée
car le langage SMT-LIB 2.6 a l’expressivité de la logique du premier ordre multi-
sortes [7], et ne supporte donc ni les λ-expressions ni le polymorphisme de types
(d’où la duplication des prédicats d’appartenance). Bien que l’approche actuelle
fournisse un lien direct entre la logique du premier ordre et la théorie de l’éga-
lité avec fonctions non interprétées (EUF), elle entrave le raisonnement sur les
ensembles d’ensembles, qui nécessitent un encodage à l’ordre supérieur.

Les avancées récentes à l’ordre supérieur motivent l’exploration d’un encodage
par prédicats caractéristiques, d’autant plus avec la proposition préliminaire de la
version 3.0 de SMT-LIB [8] qui apporte l’ordre supérieur et les types dépendants,
ce qui permet de définir des prédicats caractéristiques pour des ensembles quel-
conques, supprimant le besoin de prédicat d’appartenance. Notons que le prédicat
caractéristique d’un ensemble S existe toujours : soit τ le type des éléments de S,
considérer alors le prédicat λx : τ. x ∈ S. On note Ŝ le prédicat caractéristique de
S. Ainsi, x ∈ S se réécrit simplement en Ŝ(x).

Par exemple, considérons l’ensemble S := {1, 2, 3}. Son prédicat caractéris-
tique s’écrit Ŝ := λx.x = 1 ∨ x = 2 ∨ x = 3. La formule 2 ∈ S se réécrit alors
comme suit :

2 ∈ S ↪→ Ŝ(2)

≜ (λx.x = 1 ∨ x = 2 ∨ x = 3)(2)

↪→ 2 = 1 ∨ 2 = 2 ∨ 2 = 3

↪→ True

En suivant la même notation, si E := {E1, . . . , En} est un ensemble d’ensembles,
on peut représenter E par le prédicat caractéristique (d’ordre supérieur) suivant :

Ê := λe.

n∨
i=1

e = Êi

3 Instanciation à l’ordre supérieur

Les quantificateurs, déjà au premier ordre, sont une source de difficulté pour
les solveurs SMT. Il existe plusieurs approches pour résoudre le problème de l’ins-
tanciation de quantificateurs, notamment par triggers [13], par conflits [5], par mo-
dèles [11], et par énumération [16]. Les avancées récentes en déduction automati-
sée ont permis d’étendre certaines techniques d’instanciation à l’ordre supérieur [6]
mais peu d’entre elles sont efficaces [17, 18]. Dans le cadre de ma thèse, je m’in-
téresse à l’une d’entre elles nommée Higher-Order Congruence Closure with Free



Variables (HOCCFV) [19]. Elle est pour l’instant définie sur la logique d’ordre su-
périeur sans λ-abstraction (notée λ-fHOL) et utilise la clôture de congruence avec
variables libres dans une approche par conflits avec unification équationnelle (E-
matching) [3]. Cette technique semble insuffisante pour traiter les obligations de
preuve de B, mais elle permet déjà de résoudre certains problèmes d’instanciation.

De manière informelle, soit E une théorie (i.e. un ensemble d’équations expri-
mées en logique λfHOL), appelé ensemble ground dans la technique HOCCFV et
φ une clause de litéraux de λfHOL, i.e. un ensemble conjonctif de (non-)égalités
sur des symboles de constantes, variables ou fonctions appliquées (potentiellement
partiellement). On cherche alors une substitution σ telle que E |= φσ. Si une telle
substitution existe, on obtient un modèle C de φ dans E. On peut alors itérer ce
processus et chercher une substitution σ′ telle que E,¬C |= φσ′ jusqu’à l’obten-
tion d’une formule insatisfiable, si elle existe. Si tel est le cas, on peut obtenir un
contre-modèle de φ dans E, ce qui prouve que φ est insatisfiable dans E. C’est gé-
néralement ce que l’on cherche à obtenir lorsqu’on traite les obligations de preuve
de B dans un solveur SMT : on essaye de réfuter leur négation.

En pratique, l’intérêt est qu’on obtient une unification à l’ordre supérieur. Par
exemple, pour une relation de congruence notée ≃, considérons l’ensemble ground
E et la clause L définis comme suit :

E := {f(g(a)) ≃ h(b)} et L := {y(a) ≃ x}

La procédure décrite dans HOCCFV permet par exemple d’obtenir la substi-
tution σ := {y 7→ f(g), x 7→ h(b)} qui instancie le symbole de fonction y par le
terme d’ordre supérieur f(g) – vu comme un symbole de fonction partiellement
appliqué, comprendre f ◦ g.

Il reste encore à implémenter cette procédure dans un solveur SMT. Des tests
manuels extensifs de la méthode seront réalisés avec des solveurs SMT existants
(CVC5 [4], VeriT [9]) qui supportent au moins partiellement l’ordre supérieur.
Des efforts sont également en cours pour formaliser les résultats théoriques de la
technique HOCCFV dans un assistant de preuve (par exemple, Isabelle/HOL [15]).

4 Conclusion

Étant données les limitations de l’encodage actuel des obligations de preuve
B en logique du premier ordre – notamment l’explosion de la taille des formules
et la complexité des traductions – je propose une alternative motivant l’utilisation
de prédicats caractéristiques rendue possible par les récentes extensions des sol-
veurs SMT à l’ordre supérieur. Cette approche promet de simplifier les traductions
et d’améliorer l’efficacité des solveurs SMT en reconnaissant plus facilement les
schémas fréquents dans les spécifications B. Un de ces schémas fréquents est l’uti-
lisation de fonctions du premier ordre. Plus récemment, je réfléchis à un encodage
plus spécifique pour ces fonctions qui permettrait de les traiter plus efficacement.
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